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Lineare Differentialgleichungen erster
Ordnung

[*]
®  Mathematische / Fachliche Inhalte in Stichworten:
Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung; homogene versus inhomogene
Differentialgleichung; Storfunktion; partielle Losung; Integrationskonstante;
Anfangswertproblem bzw. Randwertproblem. Analytische und numerische Lésung
# Kurzzusammenfassung
Zu Beginn wird die homogene lineare Differentialgleichungen erster Ordnung mit
konstanten Koeffizienten geldst; Dann wird die homogene lineare
Differentialgleichung erster Ordnung der Gestalt dy/dt + a(t).y(t) = 0 behandelt und
far a(t) =t analytisch und numerisch gel6st. Schlie3lich werden fir inhomogene
lineare Differentialgleichungen erster Ordnung numerische Lésungen gezeigt.
* Lehrplanbezug (bzw. Gegenstand / Abteilung / Jahrgang):
Angewandte Mathematik, alle Abteilungen, 4. Jahrgang
®  Mathcad-Version:
Mathcad 11
[«]

Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung

Differential gleichungen sind eine ausgezeichnete Beschreibungsmoglichkeit fur kontinuierlich ablaufende vor allem

zeitlich oder réumlich variierende Prozesse y(t) oder y(x). Zur Untermauerung fuhre ich ein beriihmtes Zitat (Uber
den Laplace'schen D&mon) an. Diese Intelligenz, der "L aplacesche Damon™, verkdrpert den klassischen Standpunkt

des Determinismus und begriindet das daraus entstehende mechanistische Weltbild.

Eine Intelligenz, welche zu einem bestimmten Zeitpunkt alle in der Natur wirkenden Kréfte sowie die gegenseitigen
Lagen der sie bildenden Elemente kennte und Uber dies umfassend genug wére, um diese Grofien der Analysis zu

unterwerfen, wirde in derselben Formel die Bewegungen des grofiten Weltkorpers wie des leichtesten Atoms

erfassen; nichts wirde ihr ungewif3 sein, und Zukunft und Vergangenheit waren ihrem Blick gegenwartig. Es &t
sich eine Stufe der Naturerkenntnis denken, auf der sich der ganze Weltvorgang durch eine mathematische Formel

darstellen lief3e, durch ein System von Differ entialgleichungen, aus dem sich Ort, Bewegungsrichtung und
Geschwindigkeit jedes Atomsim Weltall zu jeder Zeit ergdben.
Pierre Simon de L aplace (1814, Essai philosophique sur les probilités)

1. Die homogene lineare Differentidgleichung erser Ordnung

Wenn eine GroRey proportional zu ihrer differentiellen Anderung dy/dt mit einer bestimmten GroRet ist, so erhdlt man
bereits eine homogene Differential gleichung erster Ordnung.

k=2 Die Proportionalitatskonstante wird festgel egt.

y0o:=1

&
y(t) =k xc—=y(t) +
edt g

0]

Die AnfangsgrofRe wird festgel egt. Handelt es sich um zeitlich variable Prozesse, so spricht
man von Anfangswertproblemen; bei raumlich variablen gerne von Randwertproblemen.
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Durch Trennung der Variablen (dy/y = kdt) und anschlief3ende Integration erhat man die bekannte Funktion fir
exponentielles Wachstum (k > 0) oder exponentiellen Zerfall (k < 0).

y(t) =y0 xe™

Nebenstehend erkennt man den graphischen Verlauf eines

5o exponentiellen Wachstums mit der Wachstumskonstante k = 2.
Wegen e = 7.389
y® entspricht dies einer Zunahme von 638,9 Prozent pro Zeiteinheit.
|
0
0 1 2

t

Ki=— Bei einer negativen Wachstumskonstante ergibt sich ein exponentieller Abfall.

¥0,=10 Der Anfangswert ist mit 10 vorgegeben.

Y1) =y0 ><ek>t

10 Dadie Halbwertszeit t gemal3
In(2)
t =
k
y(t) 5 — definiert ist, ergibt sich:
t =1.386
| | Man erkennt im nebenstehenden Graphen nach 1,386
0 0 ’ 4 5 Zeiteinheiten jeweils einen Abfall auf die Halfte des Wertes zur

Zeit (t - 1.386).

In Mathcad steht die numerische Lésung von Differentialgleichungen zur Verfligung, was hier zum Vergleich gezeigt

wird.
Vorgabe

d -1
—v(t) = — xy(t
Olty() > y (1)

y(0) =10
Y= Gdglosen(t, 6)

10
Die Ubereinstimmung beider Graphen wird mit Freude zur
Kenntnis genommen.
y 5 m
0 | |
0 2 4 6

I'st der multiplikative Ausdruck bei der Funktion y nicht mehr konstant, so erh@lt man fir die lineare homogene
Differential gleichung erster Ordnung folgende Gleichung:

9y +a® <y =0
dt
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Durch Trennung der Variablen erhalt man:

dy(t)
—— =-a(t) xdt
y(t) 2

a(t) =t

Durch Integration erhat man fir die Losung yh der homogenen Differential gleichung:

a(t) dt

oo OO

yh(t) = Cxe

Die Konstante C berticksichtigt den Anfangswert yh(t0). Ist y eine Funktion von x, so spricht man auch vom
Randwertproblem.

Fur C = 20 erhalt man folgende Funktion.

-
yh() =20 xe 2
20
yh(t) 10 I
0 |
0 2 4

Auch fir diese Differential gleichung soll die numerische L &sung geliefert werden.
Vorgabe

d

—y(t) =-txy()

dt

y(0) =20
Y= Gdglosen(t, 4)

20
Die Ubereinstimmung beider Graphen wird mit Freude zur
Kenntnis genommen.
y() 10 T
|
0
0 2 4
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2. Dieinhomogene lineare Differentidgleichung erster Ordnung

Die Differentialgleichung

Dy +a xy(t) =s(t)
dt

hei 3 inhomogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung, falls

s(hr o gilt

Die Ldsung setzt sich dann additiv aus der L8sung der homogenen Differential gleichung y(t) und einer partikul&ren
L6sung yp(t) zusammen. Die partikuldre L osung findet man analytisch beispielsweise durch Variation der Konstanten

C(t) in der homogenen L dsungsfunktion oder durch einen der Storfunktion angepassten Ansatz.

AlsBeispid fir eineinhomogene lineare Differential gleichung erster Ordnung betrachten wir eine homogene Kugel mit
Radiusr (Dichter ), welchein einer Flissigkeit (der Dichter - und der Z&higkeit h) aus dem Ruhezustand frei fallen

gelassen werde. Als Reibungskraft verwenden wir gemél3 dem Stoke'schen Gesetz Fg = 6phrv.

r:=0.04 Um das Beispiel numerisch 16sen zu kénnen, wird ein Kugelradius von 4 Zentimeter,
eine Dichte von 2600 Kilogramm pro Kubikmeter fur eine Glaskugel bzw. von 1300 fir
r '=2600 die FlUssigkeit sowie eine Z&higkeit von 1,5 Pas (Glyzerin) angenommen.
r Fl := 1300
h:=1.5
3
4r- x
Y=
3
m:=r xV
MW
9,:=9.81

Gemal3 dem zweiten Newtonschen Axiom (mdv/dt = Mg - Freipung - Fauftrien) €rgibt sich damit folgende
Differentialgleichung:

d -
av(t) taxv(t) =s Die Stérfunktion sist - wie die Schreibweise bereits symbolisiert - von der Zeit

unabhéangig. Daher ist auch die partikulére Lésung vp eine kontstante Funktion,
welche sich durch Einsetzen von vp in die inhomogene Differentialgleichung und
Auflosen der entstehenden Gleichung als vy, = s/aergibt.

Die Integrationskonstante C ergibt sich aus der Anfangswertbedingung v(0) =0
zu -g/a. v(0) = 0 bedeutet eben, dass die Kugel zur Zeit t = 0 fallen gelassen wird.

(r - rFl) xV xg
§ =

vy m

r
%;:prxh X—

m Die Gesamtl6sung v(t) ergibt sich somit additiv aus vi(t) und vi(t) zu v(t) = vy(t) +
Vp(t).
V =0.000268
m = 0.697
a=1.623
s =4.905

_S - at
vt = a x(l - € ) Dasist die Losung, welche der Anfangsbedingung v(0) = 0 genligt. Man erkennt,
s dass sich die Geschwindigkeit asymptotisch an den Wert s/a annahert.

— =3.023
a
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t :=0,0.01..20

V()

Zu welchem Zeitpunkt sind 90% bzw. 99% der asymptotischen Grenzgeschwindigkeit erreicht und wie grof3ist
diese? Wie sieht der Graph der durchfallenen Strecke aus und an welche Funktion nahert sich die Funktion s(t) an?

Bestimmung der asymptotischen Grenzgeschwindigkeit.

lim v(t) ® 3.0229333333333333333
t® ¥

Man erkennt die Bestétigung von s/a al's asymptotische Grenzgschwindigkeit.

auflosen, t
v(t) =0.9 x3.023 . ® 1.4 Nach 1.4 Sekunden sind 90 % der asymptotischen
gleit, 2 Grenzgeschwindigkeit erreicht.
auflosen, t : .
_ ' Nach 2.8 Sekunden sind 99 % der asymptotischen
V() =0.99x3.023 gleit, 2 ® 28 Grenzgeschwindigkeit erreicht.

Diedurchfallene Strecke ergibt sich als Integral tber die Geschwindigkeitsfunktion, wobei eine Anfangsstrecke sO zu
beriicksichtigen ist..

s0:=-1.86
8
O] ::8 v(t) dt + s0O

s(t) ® 3.0229333333333333333 xt + 1.8630226172839506172 xexp (- 1.6225961538461538462 xt) - 1.86

3.02% +1.86%xp(- 1.62t )- 1.86

Man erkennt sowohl aus der Funktionsgleichung als auch aus dem Graph, dass sich die Funktion sehr rasch (nach
1.4 Sekunden sind bereits 90% der Endgeschwindigkeit und nach 2.8 Sekunden bereits 99% von dieser erreicht) an
eine lineare Funktion mit der Gleichung s(t) = 3.02t anschmiegt. Diese ergibt sich aus der asymptotischen
Grenzfallgeschwindigkeit von 3.02 m/s, bei welcher die Gewichts- sowie die Auftriebs- und die Stoke'sche
Reibungskraft einander aufheben, und die Bewegung daher unbeschleunigt und daher mit konstanter
Geschwindigkeit verlauft.
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Auch hier wird zum Vergleich die numerische Ldsung vorgestellt.
Vorgabe

iv(t) +axv(t) =s
dt

v(0) =0
;= Gdglosen(t, 4)

Die Ubereinstimmung beider Graphen wird mit Freude zur
Kenntnis genommen.

v(t)

0 2 4
t

Nun ist esvon Interesse, wie sich die eingehenden Parameter (Dichte der Kugel, Dichte des Mediums, Zahigkeit des
Mediums sowie der Radius der Kugel) auf die Geschwindigkeitsfunktion und insbesondere auf die asymptotische
Grenzgeschwindigkeit auswirken. Der Phantasie der Schilerlnnen ist hierbei kaum eine Grenze gesetzt und sie werden
aufgefordert, moglichst unterschiedliche Situationen zu erproben. Nattirlich lohnt sich auch eine experimentelle
Uberpriifung, wobei sich als Medium sicherlich Wasser empfiehlt.

Zum Abschluss werden noch einige inhomogene Differential gleichungen erster Ordnung numerisch gel6st.

Vorgabe
Aoy =&+ 2t 1) yf + 2
dt

y(0) =10
.= Gdglosen(t, 7)

10

Vorgabe

d -t
—y(t) =— xy(t) + cos(2t)
dt 2

y(0) =0
;= Gdglosen(t, 20)
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0.5
yt) o
- |
0.5
0 10 20
t
Vorgabe
d - sin(t) t
—v(t) = xy(t) + —
dty() > y(t) 3
y(0) =0
;= Gdglosen(t, 20)
100
y(t) 50 -
0 |
0 10 20

Sehr schon erkennt man die gedampfte Schwingung.

Gut erkennt man das Anwachsen der Wertevon'y fir

grofRere Zeiten t, woflr die Inhomogenitét t/3 - also
die Storfunktion welche linear mit der Zeit wéachst -
sorgt.
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